V Douine — Terminale — Maths expertes — Nombres complexes, partie réelle et partie imaginaire

Résolution d’équations et ensembles de nombres

1. L’équation X+ 3 =0 a-t-elle des solutions dans N ? La résoudre dans Z .
2. Résoudre dans N I’équation x* —4=0. La résoudre dans Z .
3. Léquation 7X—1=0 a-t-elle des solutions dans ID ? La résoudre dans Q.
. e 2 29 ,
4. Résoudre dans ID I’équation X° — ry =0. La résoudre dans Q.
5. L’équation x> —3=0 a-t-elle des solutions dans Q ? La résoudre dans R .
6. On considere I'équation 32— (1+ 3\/5 ) X+ \/§ = 0. Montrer que le discriminant de cette
2
équation peut s’écrire A = (3\/§ —1) . Résoudre cette équation dans Q, puis dans R..
7. L’équation X*+1=0 a-t-elle des solutions dans R ?
8. L’affirmation selon laquelle « telle équation n’a pas de solution » est-elle toujours exacte ?
De quoi sa véracité dépend-elle ?
Une idée

Le mathématicien Bombelli eut I'idée de définir des nombres qui ne sont pas des nombres réels et

de donner un sens 2 V=1 . Il définit ainsi un nombre « imaginaire » noté i dont le carré est égal

a —1. IVéquation X*+1=0 admet désormais deux solutions qui sont X =i et X=—i. On se
situe a I'extérieur de R dans un ensemble C appelé ’ensemble des nombres complexes.

La table de multiplication de Bombelli ¥

Recopier et compléter la table de

multiplication suivante : . . . . . .

+1 -1 +I —i . . . 1 . . .

+1 1 x
-1
i . . . . . .
—i .. ..

Le plan complexe . . . . . .

Nous savons que les réels sont représentés sur une droite horizontale graduée et orientée. Les
nombres | et —i seront placés sur la perpendiculaire 2 la droite des réels passant par Porigine.
Placer les nombres +1, =1, i et —i dans le plan complexe proposé ci-dessus.
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V Douine — Terminale — Maths expertes — Nombres complexes, partie réelle et partie imaginaire

Résolution d’équations

(El) < x*+4=0. En supposant lexistence d’un nombre imaginaire | vérifiant iZ=-1

b

résoudre ’équation E;. Représenter les solutions de ’équation E; dans le plan complexe.

(E,) < 4x*+25=0. En supposant l'existence d’un nombre imaginaire i vérifiant i* =1

5

résoudre 'équation E,. Représenter les solutions de ’équation E, dans le plan complexe.

(E3)<:> x*-81=0. En supposant Iexistence d’un nombre imaginaire i vérifiant i°=-1,

résoudre équation E,. On pourra procéder a un changement de variable X = x*. Représenter

les solutions de I’équation E; dans le plan complexe.

(E4) < x*—2x+5=0. Montrer que X* —2X =(X—:|.)2 —1 puis que (E,)< (X—l)2 +4=0.
En utilisant i =-1, factoriser lexpression (X —1)2 +1. Résoudre alors I'équation E,.

Représenter les solutions de équation E, dans le plan complexe.

Equation du second degré a coefficients réels

Une équation du second degré a coefficients réels est une équation d’inconnue X du type
ax® +bx+c =0 dans laquelle @, b et C sont trois nombres réels tels que a#0.

b} A
1. En posant A =b?—4ac démontrer que ax’+bx+c=a (X+2—j —F .
a a

2. Si A=0, démontrer que 'équation admet deux solutions réelles distinctes qui sont

&Z%M:M

2 2a

. Que peut-on dire des deux solutions lorsque A=0 ?

3. Si A<0, démontrer que 'équation admet deux solutions complexes conjuguées qui sont
—b-iv-A b +iv-A
Zl =—¢6t 2 -
2a 2a

Exercices d’application directe

1. Résoudre dans C I’équation z° +z+1=0. Placer les solutions dans le plan complexe.

2. Résoudre dans C I’équation 2 —47+6=0. Placer les solutions dans le plan complexe.

2
3. Résoudre dans C I’équation 2—2 =—. Placer les solutions dans le plan complexe.
z

4. Résoudre dans C I’équation (Z — 2)(22 + 2\/52 + 4) =0.

Placer les solutions dans le plan complexe.
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V Douine — Terminale — Maths expertes — Nombres complexes, partie réelle et partie imaginaire

Partie réelle, partie imaginaire

On considere les nombres complexes proposés ci-dessous. Déterminer pour chaque nombre

Re(z) et Im (Z) . Indiquer les nombres complexes qui sont des imaginaires purs.

Z=3+5i z=-3i 7=+2 z=3i%+i z=0

Conjugué d’un nombre complexe

On définit le conjugué d’un nombre complexe de la facon suivante : « un nombre complexe et
son conjugué ont la méme partie réelle et des parties imaginaires opposées ». Déterminer pour

chaque nombre complexe proposé ci-dessous Re(z) et Im(z). Déterminer ensuite les

conjugués de ces nombres complexes.
z=-3 Z2=2+Ii z=-1-i z="5i 7 =3i%2—i

Un complexe et son conjugué

Que peut-on dire d’'un complexe Z=a+1ib et de son conjugué

z=a—Iib lorsqu’on place leur image dans le plan complexe ?

- -——-|-----

L]

Affixe de points, affixes de vecteurs

On considére les points A(4;O) 7
B(3;—l) et C(—2;1). Placer ces

points dans le plan complexe.

Déterminer Z, Zg et Z. les affixes des

points. Déterminer Z.; Taffixe du e Ce e e

vecteur AB .

Affixe de points, affixes de vecteurs, relation de Chasles

On considere dans le plan complexe quatre y
points A, B, C et D. Déterminer Z, Zg Z. et . . .

*m

Zp, les affixes des points.

Déterminer Z- Paffixe du vecteur AD.

Déterminer 7 Paffixe du vecteur AB.

Déterminer Z Paffixe du vecteur BD .

Conjecturer une relation liant les trois nombres

complexes Z,5 Z.z et Z.

AB
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La somme

Soit Z=a+1ib un nombre complexe et Z'=a’+1ib" un autre nombre complexe.
On considere Z+ 2" la somme des deux nombres complexes.

e Déterminer la partie réelle puis la partie imaginaire de Z+2'.
e Préciser la forme algébrique de z+ 2.

Le produit

Soit Z=a+1ib un nombre complexe et Z'=a’+1ib" un autre nombre complexe.
On considére Zx 2" le produit des deux nombres complexes.

e Déterminer la partie réelle puis la partie imaginaire de Z x Z'.
e Préciser la forme algébrique de Zx 7',

L’inverse

Soit Z=a+1ib un nombre complexe.

On considere % Pinverse de ce nombre complexe.

e Déterminer la partie réelle puis la partie imaginaire de }/ .
p p p g 7

e Préciser la forme algébrique de % .

Partie réelle, partie imaginaire

Mettre les nombres complexes proposés ci-dessous sous la forme algébrique. Pour cela
déterminer la partie réelle et la partie imaginaire du nombre complexe. Détailler dans chaque cas
I’ensemble des calculs effectués.

: - —S5+i
7=2+3i—(3+5i —(2+3i) =
(3+50) 2=(2+31) 3+2i
z:} Z=—2_I Z=2—_i =1+i+i%+i°
i 3_2i 4 Z=1+1+1 +1
. . . \2
Z:i_ Z:I;?)_ Z:1+:|T- Z:w Z:@
1-i 1+2i i 4 3+i

Soit Z=a+Iib un nombre complexe quelconque. La somme Z+2Z est-elle réelle pure ou
imaginaire pure ? La différence Z—2 est-elle réelle pure ou imaginaire pure ? Le produit ZxZ
. o .11 T
est-il réel pur ou imaginaire pur ? La quantité —+= est-clle réelle pure ou imaginaire pure ?
Z 2

Montrer que Re(z)zizz.Montrer que Im(z):z;i.

N |
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Les propriétés du conjugué

Soit z=a+ib et z'=a"+ib" deux nombres complexes quelconques. On note Z=a—ib et

z'=a’'—ib’ leurs conjugués respectifs. On considére N un nombre entier naturel quelconque.

1. Démontrer que z+2'=z+2". Démontrer que z—2'=2-12".

_ - — - —\n
2. Démontrer que zx2'=zx2z". Démontrer que 2" = (Z) .

1) 1 2\ 2z -
3. Démontrer que (—’ ==. Démontrer que | — | ==. On travaille ici avec 2’ # 0.
z Zz z z

4. Déduire de certains des résultats précédents que si Z, est une racine du polyndéme
P(Z) =az"+bz+C a coefficients réels, alors son conjugué est aussi une racine de ce

polynéme. On rappelle qu'une racine z, d’un polynéme P vérifie 'équation P(z,)=0.

Réel pur, imaginaire pur, et conjugué

Soit Z=a+ib un nombre complexe quelconque. Démontrer que z est un réel pur si et

seulement si Z=Zz. Démontrer que Z est un imaginaire pur si et seulementsi Z=—2.

Partie réelle, partie imaginaire, encore...

Soit Z un nombre complexe différent de 1. On pose Z=X+1y ou X et Y sont deux réels et on
Z+i

note z'=——. Déterminer en fonction de X etde Y la partie réelle et la partie imaginaire de z'.
Z—1

Soit Z un nombre complexe non nul. On pose Z=X+1y ou X et Y sont deux réels et on note

z-1 ., , o o

7' = —=. Déterminer en fonction de X etde Y la partie réelle et la partie imaginaire de z'.
I1xXZ

Un nombre complexe particulier 17

Dans le plan complexe on a tracé le cercle
trigonométrique. On considére le nombre

V3 -

complexe j=—E+i7. Calculer | le

conjugué du nombre complexe j. Calculer
j° le carré du nombre complexe j.
Calculer j° le cube du nombre complexe

2

j. Placer j, j, j* et j° dans le plan

complexe ci-contre. Montrer que

1+ j+ j°=0. Que peut-on dire de }/J ?
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Différence de deux affixes

A(XA; yA) et B (XB; yB) sont deux points du plan complexe.

y
Comment s’écrivent les affixes Z, et B
Zg des points A et B? yB 7
Quelles sont les coordonnées du
5 P A
vecteur AB ? HEn déduire laffixe Z4 YA f1
du vecteur AB.
1 X
Ecrire une relation liant Z45, Z, et Zg. XA xB

Somme de deux affixes

A, B et C sont trois points du plan complexe d’affixes Z,, Zg et Z..

Paffixe zZ. du

Comment s’écrit iE

vecteur AB.

Comment s’écrit affixe Zsc du
vecteur BC .
A /
Comment s’écrit affixe Zc du
vecteur AC .
Ecrite une relation liant Z45, Zgz et Z4.

Demi-somme de deux affixes

A(XA; yA) et B (XB; yB) sont deux points du plan complexe.

Comment s’écrivent les affixes Z, et B B
Zg des points A et B? y
[
Quelles sont les coordonnées du point A
I milieu du segment [AB]. yA t1
En déduire l'affixe Z, du point L. 1 x
XA xB

Ecrire une relation liant Z,, Z, et Zg.

Page 6



V Douine — Terminale — Maths expertes — Nombres complexes, partie réelle et partie imaginaire

Un carré complexe

On considére le nombre complexe z, =1+1.

1. Déterminer la forme algébrique des
nombres  complexes z,=ix12,

Z,=1x12, et 7, =1xZ;. Exprimer Z,,

Z, et Z, en fonction de Z,.

2. Placer dans le plan complexe les points
images M;, M,, M, et M, d’affixes

respectives Z;, Z,, Zy et Z,. Quelle est

la nature du quadrilatére ainsi formé.

Un rectangle complexe

Soit M le point d’affixe Zz =1+ i,
) ) 1
1. Soit N le point daffixe —.
z
Déterminer la forme algébrique de

i. Placer les points M et N.

z

1
2. Construire le point P d’affixe z+—.
YA

3. Quelle est la nature de OMPN ?

Un parallélogramme complexe

On considere les points A, B et C d’affixes
respectives Z, =4+2i, 2, =1-3i et z, =-2

1. Placer les points A, B et C dans le plan
complexe.

2. Déterminer ’affixe du vecteur AB .

3. Déterminer l'affixe du point D tel que
le quadrilatere ABCD  soit un
parallélogramme. Placer le point D
dans le plan complexe

4. Déterminer l'affixe du point d’intersection des diagonales du parallélogramme ABCD.
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Résoudre des équations dans ’ensemble des complexes

1. Résoudre dans C I’équation suivante :

2. Résoudre dans C I’équation suivante :

3. Résoudre dans C Péquation suivante :

4. Résoudre dans C I’équation suivante :

5. Résoudre dans C I’équation suivante :

2iz+4=-32+1i.
8z+51=4-7+i.
2i+3z=i(5-iz).
2+22=3-4i.

27 -4=5i+4z.

Dans les situations 4 et 5 il sera nécessaire de noter Z = X+1y pour déterminer X, Y puis Z.

Résoudre des équations dans ’ensemble des complexes, encore...

3iz+1=i

(z-2i)(2z+1-i)=0

2o
Z+i
2° =47+5
i(z+3)=2+i
2+i=2z-1

Déterminer des ensembles de points

1. Déterminer 'ensemble des points M d’affixe

2. Déterminer 'ensemble des points M d’affixe

3. Déterminer 'ensemble des points M d’affixe

Déterminer 'ensemble des points M d’affixe

4. Déterminer I'ensemble des points M d’affixe

Déterminer 'ensemble des points M d’affixe Z tels que

z2-3i=iz+2
) 4 . .
472 = 7 z——=0 (2-i)z=2z+i
z+i_1 i 27+ 2iz
21 iz 1-z
7* =4z 20z — 25 =47? 47* +1272=-10
z—5_Z z+3 z+1
z+5 Z Z+2
Z+
- =7
Z
Z tels que 7% — 7 soit un nombre réel.
Z tels que 22% —3iz soit un nombre réel.
z+3 . ,
Z tels que — soit un nombre réel.
Z—1
Z+3 . . _
Z tels que ~ soit un imaginaire pur.
Z—1
Z+i . ,
Z tels que - soit un nombre réel.
Z—1
Z+i . .
- soit un imaginaire pur.
Z—1
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