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Polynéme a coefficients réels

Définitions : soit N un entier naturel et a,, &, ... &, des nombres réels tels que a, #0. On

appelle fonction polynéme de degré n a coefficients réels (ou plus simplement polynome de

degré n) la fonction P définie sur C par P(Z) = Zakz" =a,2"+..+32+4,.
k=0

Eguation polynomiale et racine d’un polynéme

Définition : I’équation P (Z) =0 est appelée équation polynomiale de degré n. On appelle racine

d’un polynéme P tout complexe z;, tel que P ( Zo) =0.

Factorisation par z-a

Définition : on dit quun polynéme P est factorisable (ou divisible) par z—a s’il existe un

polynéme Q tel que P(Z):(Z—a)Q(Z).

Trois propriétés importantes
Propriété 1 : soit @ un nombre complexe. Pour tout nombre complexe Z et tout entier naturel

n-1

non nul N, z"—a" est factorisable par z—a. En effet z"—a" = (Z —a)Zakz”‘l‘k C’est a dire
k=0

2"-a"=(z —a)(z”‘1 +az"?+a’z" % +..+a" 2z +a"‘1).

Propriété 2 : le polynome P est factorisable par Z—a si et seulement si @ est une racine de P.

Propriété 3 : pour tout entier naturel N =1, un polynome de degré N admet au plus N racines.

Démonstration de la premiére propriété
Développer 2" —a" =(z-a)(z" +az"* +a’z"* +..+a" *z+a"") et conclure.

Démonstration de la deuxi¢me propriété

Implication directe : en utilisant 'une des trois définitions, expliquer pourquoi « si le polynome P
est factorisable par Z—a alors a est une racine de P ».

Implication réciproque : on souhaite démontrer que « si @ est une racine de P alors le polynome

n
P est factorisable par Z—a ». Pour cela on prend un polynéme P défini par P (Z) = Zakzk .On
k=0
n n n
sait que P(a) = Zakak =0. Par conséquent P(Z) = P(Z)— P(a) = Zakzk —Zakak et donc
k=0 k=0 k=0

n
P (Z) = Zak (Zk —a ) . En utilisant la premicre propriété, expliquer pourquoi et comment
k=0

P (Z) est factorisable par Z—a. Conclure.
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Démonstration de la troisi¢eme propriété

La démonstration se fait par récurrence sur le degré du polynome. On reformule la propriété de
la fagon suivante : « I’équation P(Z) =0 ou P est une fonction polyndéme de degré N a un

nombre de solutions inférieur ou égala N ».

Initialisation : 'équation aZ+ =0 admet si a #0 une racine évidente Z = —E. Que peut-on
a

en conclure ?

Hérédité : on suppose la propriété vraie au rang P et on démontre qu’elle est vraie au rang p+1
Cest-a-dire que « L’équation P(Z) =0 ou P est une fonction polynéme de degré p+1 a un

nombre de solutions inférieur ou égal a P+1 ». Pour cela on procede par disjonction de cas.

e Si P n’a pas de racine, alors la conclusion est évidente puisque P (Z) =0 a forcément un

nombre de solutions inférieur ou égala p+1,

e Si P admet au moins une racine que 'on notera a, alors P est factorisable par Z—a et
s’écrit P(z):(z—a)Q(z) ou Q est un polynéme de degré p. On en déduit que
I’équation P(Z) =0 est équivalente 2 Z—a=0 (qui permet de comptabiliser une

solution) ou Q(Z)=0 (qui permet de comptabiliser au plus P solutions d’apres

I’hypothése de récurrence) admet un nombre de solutions inférieur ou égala p+1.

Factorisation par la méthode des coefficients indéterminés

On considere le polynome P défini par P(Z)=Z4—4ZZ—Z+2. Nous abordons la

problématique suivante : « Montrer que 2 est une racine de P et en déduire une factorisation de
P » en procédant par la méthode des coefficients indéterminés détaillée ci-dessous :

e 2 estune racine de P donc P(z)=(z2-2)Q(z) ot Q est un polynéme de degré 3 c’est-
a-dire P(z):(z—Z)(az3+b22+cz+d),

e Apres développement on obtient P(z)=az*+(b—2a)z’+(c-2b)z* +(d -2c)z-2d,

a=1
b-2a=0
e On procéde par identification pour obtenir le systeme {C—2b=—4,
d-2c=-1
-2d =2
e Que l'on résout pour obtenir les valeurs a=1, b=2, c=0 et d =-1 et conclure quant

4 la factorisation du polynéome P(z)=(z- 2)(23 +227° —l) .
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Factorisation par la méthode de la division

O idere 1 lyndme P défini par

n <:ons4 ére 2e polynéme é pa ke e )
P(Z):Z —47°—7+2. Nous abordons

) 3 - A 3 2
la méme problématique : « Montrer que 2 sk ol 2
est une .racme de P et en déduire une P(2)=P(z)-z3(z~2) 2:3—4z2—7+2
factorisation de P» en procédant par la
méthode de la division détaillée ci-contre. 272 Xx(z-2) 27°-47 l
. o . P,(z)=P(z)-222(z— —z42

Le raisonnement s’initie de la méme (@)= 5 (z)-2230e2) é‘;—f; s s
maniere : 2 est une racine de P donc ()X (2-2) i 155 =
P(z)=(z-2)Q(z ou est un g

(2)=(2-2)Q(2) Q P (0) = (CN) =2 A
polynome de degré 3. e ————————

Puis, en observant le terme de plus haut degré du polynome P on en déduit que
P(z)= (Z -2) ’+R (Z) ou R est un polynome de degré inférieur ou égal a 2. En développant
on obtient P(Z) —(Z - 2) 2°=R (Z) Cest-a-dire 22°—472°—-7+2= R(Z) . En observant le
terme de plus haut degré on en déduit que R(z)=(z2-2)2z*+S(z) ou S est un polynome de
degré inférieur ou égal 2 1. En développant on obtient R(z)—(z-2)2z° =S(z) cest-a-dire
-2+2=S (Z) En observant le terme de plus haut degré on en déduit que
S (Z) = (Z - 2)><(—1) +T (Z) ou S est un polynéme de degré inférieur ou égal a 0. En
développant on obtient S(z)—(z—2)x(-1)=T(z) c’est-a-dite 0=T(z). On en conclut que
P(z)=12"'-42"-z+2=(2-2)(2°+22° -1).

Afin de simplifier les calculs, on peut adopter une disposition analogue a celle de la division
euclidienne de deux nombres entiers : voir I'image proposée ci-dessus.

Exercices d’application directe

e Soit P le polynome défini par P(Z) =2°+62°+13z+10. Calculer P(—Z). En déduire

une factorisation de P ( Z) . Résoudre I’équation polynomiale P (Z) =0.

e Soit P le polynéme défini par P(z)=2°—-11z°+33z-35. Calculer P(7). En déduire

une factorisation de P(z). Résoudre I"équation polynomiale P(z)=0.

e Soit P le polynéme défini par P(z)=2°—-12z% +482-128. Calculer P(8). En déduire

une factorisation de P ( Z) . Résoudre I’équation polynomiale P (Z) =0.

e «Les racines du polynéme P(z)=2z°-52-6 forment dans le plan complexe muni

d’un repere orthonormé un triangle équilatéral ». Cette affirmation est vraie ou fausse ?

e TFactoriser P (Z) =7° —7 sous la forme du produit de cing polynémes de degré 1.
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Des racines réelles, des racines imaginaires

e On considere le polyndome P défini par P (Z) =2"-52°+72* -5z +6. Démontrer que

pour tout Z de C on a P(Z): P(Z). Montrer que le nombre imaginaire | est une

racine de P. Quelle autre racine du polynome P I’égalité précédente permet-elle de mettre

en évidence ? En déduire une factorisation de P. Résoudre dans C I'équation P(z)=0.

e On consideére le polyndome P défini par P(Z) =17"-62°+232% —342+26. Démontrer

que pour tout Z de C on a P(E)z P(Z). Calculer P(1+1i). Quelle autre racine du

polynome P Dégalité précédente permet-elle de mettre en évidence ? En déduire une
factorisation de P. Résoudre dans C I'équation P(z)=0.

e On considere le polynéme P défini par P (Z) =7"-27%+127* -8z +32. Démontrer que

2i et —2i sont des racines de P. En déduire une factorisation de P puis Pensemble des
racines de P.

e On considére le polyndme P défini par P(z)=2z"+4. Démontrer que si le nombre
complexe Z, est solution de I’équation P(Z) =0 alors les nombres complexes Z , —Z,

et —Z, le sont aussi. Justifier que Z, =141 est une racine de P. Déduire des questions

précédentes une factorisation de P.

e On considére I’équation polynomiale z° —1=0. Trouver une solution réelle. En déduire
que cette équation admet deux autres solutions complexes conjuguées que l'on
déterminera sous forme algébrique et sous forme exponentielle. On note j la solution

complexe dont la partie imaginaire est positive. Démontrer que 'autre solution non réelle
est égale a j°. Vérifier que j°=1 et que j°=-1—j. On note R, S et T les points du
plan complexe d’affixes respectives les trois solutions de I’équation. Quelle est la nature
du triangle RST ? Expliquer pourquoi.

Les formules de Viéte

On considére le polynome P défini par P(z)=az’+bz* +cz+d ou a, b, ¢ et d sont quatre

nombres tréels tels que a# 0. On suppose dans cet exercice que P admet trois racines distinctes
Z,, Z, et Z,. Ecrire la forme factorisée de P puis développer cette forme. En déduire 'expression

de 2,+Z,+Z; en fonction de a, b, € et d. En déduire également lexpression de
2,2,+12,2,+ 2,2, en fonction de @, b, ¢ et d. En déduire enfin I'expression de Z,2,Z, en

fonctionde &, b, € et d . Ces relations sont appelées les formules de Viéte.

En utilisant les formules de Viete, déterminer un polynoéme de degré 3 ayant trois racines Z;, Z,
et Z; telles que z,+2,+2,=17, 2,2, + 2,2, + 2,2, =94 et 2,2,7, =168 . Vérifier que 4 est une

racine de ce polynome et en déduire les autres racines.
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