Vdouine — Terminale maths expertes — Bézout, Gauss et Fermat

Théoréme de Bézout

Propriété

Soit @ et b deux entiers naturels non nuls tels que d = PGCD (a; b) )

1l existe toujours deux entiers relatifs U et V tels que axu+bxv=d.

Les deux nombres U et V sont appelés les coefficients de Bézout. Clest en réécrivant les
différentes étapes de I'algorithme d’Euclide que 'on peut déterminer ce couple de nombres.

Théoreme

Soit @ et b deux entiers naturels non nuls. Les nombres @ et b sont premiers entre eux si et

seulement si il existe deux entiers relatifs U et V tels que |a xU+bxv= 1‘.

Théoréme de Gauss

Théoréeme

Soit @, b et C trois entiers naturels non nuls.
Si a divise le produit bxC etsi @ est premier avec b alors a divise C.

La démonstration de ce théoréme se base sur lutilisation du théoréme de Bézout.

Equation diophantienne

Une équation diophantienne est une équation dont tous les coefficients sont entiers et dont les
solutions recherchées sont entiéres elles aussi.

Les équations du type ax+by =c avec @, b, C, X et y entiers sont dites diophantiennes.

Les deux théoremes de Bézout et de Gauss sont a la base du procédé de résolution des équations
diophantiennes.

Petit théoréme de Fermat

Théoréeme

Si P estun nombre premier et si @ est un entier naturel supérieur ou égal a deux non divisible
par P,

~ o e e N . -1
Alors @°™ —1 est divisible par p, c'est-a-dire|@”" =1[ p]|

Conséquence

Si P estun nombre premier et si @ est un entier naturel supérieur ou égal a deux,

Alors @ —a est divisible par p, c'est-a-dire af= a[ p] .
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