V Douine — Terminale — Spé maths — Récutrence, suites numériques et notion de limite

Le principe de démonstration par récurrence

Pour démontrer qu'une propriété P(n) est vraie pour tout n = n, (en général, n,=0 oun,=1), on peut utiliser
le raisonnement par récurrence :

2. Hérédité
Hypothése de récurrence : on considére un entier quelconque k
tel que k = n, et on suppose que P(k) est vraie.
On démontre I'implication : « P(k) vraie » = « P(k + 1) vraie » 1

1. Initialisation
On vérifie que
P(n,) est vraie.

3. Conclusion
P(n) est vraie pour tout n = n,,.

Monotonie d’une suite / Suite majorée, suite minorée, suite bornée

Etudier la monotonie d’une suite Montrer qu’une suite est majorée,

® Une suite (u,) définie sur N est croissante si et seu- minorée ou bornée

lement si, pour tout entier naturel n, u,., = u,,.

® Une suite (u,) définie sur N est majorée s'il
® Une suite (u,) définie sur N est décroissante si et existe un réel M tel que, pour tout entier naturel »,
seulement si, pour tout entier naturel n, u, ; < u,. u <M.

® Pour démontrer qu’une suite est croissante ou M est appelé un majorant de («,). Une suite majo-
décroissante : rée admet une infinité de majorants

- on peut étudier le signe de la différence u, , — u,. & Lo stitte () dehinie e N cceminoteasi]
—siu, =f(n), on peut étudier le sens de variation de +

existe un réel m tel que, pour tout entier naturel n,
fsur[0;+ol. fies
-siu,,=f(u) on peut démontrer par récur- ¢ A
e 4 e mest appelé un minorant de (). Une suite mino-
rence qu’une des propriétés P(n) : «u, , < u,»ou e inRiTea de i i
P(n):«u,,, = u, »est vraie pour tout entier naturel n. [ECagmet Ui e de MInOLnts,

¢ Une suite (u,) définie sur N est bornée si elle
est a la fois majorée et minorée.

® Pour démontrer qu’une suite est majorée, mino-

rée ou bornée, on raisonne parfois par récurrence.
A o

Comportement asymptotique d’une suite

Soit € un réel. (u,) converge vers ¢ ® (u,) diverge vers += lorsque, “n : y
lorsque, pour tout r > 0, il existe un rang pour tout réel A, il existe un 4}, god it
Ntel que pourtout n =N, |u,— €|<r. rang Ntel que, pour tout = N, 4 =3
= u = A + * :
limu =4¢€ n = S o
s 3 (18] N n
n—+% lim y, =+
n—tw
e NIy, I
4 Fg ) . e o o
st T ® (u,) diverge vers - lorsque, pour tout réel 4, il existe un
”»*,*'**E rang N tel que, pourtout n =N, u, < A.
of3 e lim u, =—o

n—o+»

e Certaines suites n'admettent pas de limite lorsque n tend
vers +oo,
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Détermination « par opération » du comportement asymptotique d’une suite

' Déterminer la limite d’une suite

avec les opérations

» Soit un entier k =1.

| Si..
lim ik:Oet lim - =0 :
Sy nsieln ,;I_I!qun = 400 —c0 40 (Q @
lim n*f = +ocet lim Vi =+ . =
oy s ”_I!lev" = 400 —00 —oo oo 0
» Soit g un réel.
alors...
qg=-1 (¢") n'a pas de limite. !
2 T i lim (lln+vn): 400 —0 FI* -
-1<g<1 lim ¢" =0 N0
n—+%
q= 1 lim q” =¥ ' ”I_‘>Tx(u" X Vn) = 4o 400 —oo! Fl | FIl
n—+%
qg=>1 lim ¢" = 4o lim Se T Py S
s n—+x% V"

*  forme indéterminée

**(v,) de signe constant a partir
dun certain rang pour conclure.

Détermination « par comparaison » du comportement asymptotique d’une suite

Comparer pour étudier la convergence d’une suite

e Soit N un entier naturel. Soient (,) et (v,) deuxsuites telles que, pourtout n=N, u, <v,.
Si lim u, =+ alors lim v, =+o.

I/
-

n—+% n—+®
Si lim v, =-—co alors lim y, =—o.
n—+% n—+w

e Si limu, =€, lim u, =€ et apartird'un certainrang, u, <v, ,alors £ < ¢'.
n—+® n—s+oc

e Théoréeme des gendarmes :

si lim u, =¢€, lim w, = ¢€ et apartird'un certainrang, u, <v, <w,,alors (v,) converge vers ¢.
n—+% n—-+%

e Sj (u”) est une suite croissante qui converge vers €, alors, pour tout n € N, u, < £.
o Si (u,, est une suite décroissante qui converge vers ¢, alors, pour toutn € N, u, = £.

e Si (u,) estcroissante et majorée par M, alors (u,) converge et sa limite € est telle que £ < M.
i e Si (u,) estdécroissante et minorée par m, alors (u,) converge et sa limite € est telle que € = .
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