V Douine 8 Terminale 8 Spé mathsd Primitives, équations différentielleset calcul intégral

Equations

Une équation est une égalité faisant intervenir une lettre appelée inconnue. Résoudre une
®quation cdest d®terminer toutes | es valeurs

R®soudr e 3x-6 @qu & 6i®nadeean | & ®gxu-2xt i60 n

Equations différentielles

Une ®quation diff®rentielle est une ®quatio
valeur mais une fonctiom e pour l aquell e | 6®galit® propos:
fonction. R®soudre une ®quation diff®renti el

qgui v®rifient | 0d®galit®.

1. R®Rs oudr e |

(@]}

®quUudgx)¥2xn di ff®rentielle

2. R®soudr e |

o

i ff®rentielle

(@]

® g U gx) F 3a2n

3. R®Rsoudr e |

(@]

®qUui)Febn di ff®rentielle

4. R®soudr e |

o

i ff®rentielle

(@]}

®q U §x) F1xn

5. R®soudr e |

(@]}

®quex)t a/w. di f f®rentielle

6. R®soudr e |

(@]

®qUuEX)FYRdx. di f f ®rentielle

Equations différentielles, solutions unigue®

1. R®soudre | 6®quUuig)+00?n di ff®rentielle

2. Pour les sigquations différentielles précédentes, donner toutes les solutions possibles.

Uni cit® de | a solution |l orsqudune condition

1. Trouver | a s olfiix)=2s vérifidnda condit® initalef (0p=ri.
2. Trouver | a s o lfiix)=3r*vérifiaetia doriiBon imitatef i(0) =n2.
3. Trouverlss ol ut i on fi()=k&difpntla condiian initialef (0) = 3.

4. Trouverlss ol ut i on fi()=1/%@rfiantatcandition initialef (1) =1.
5. Trouverlas ol ut i on fi()=]4px®verfiantlai condition initialef (1) = 2.

6. Trouverlss ol ut i on ti(x)=1/B/® véufiart Ia condition initialée (1) = 3.

Pagel



V Douine 8 Terminale 8 Spé mathsd Primitives, équations différentielleset calcul intégral

Définition

On appelleprimitive de la fonctionf s u r | &l toutedonatian f YpRpoupnte
Fd®ri vabl e Iseudontlb @rive&; estlasfanttibné. & ﬁ)ﬁj{év{?z

Propriétés

1 Si f admet une primitivé , k étant une constante réelle quelconque, alors toute
fonction G telle queG(x) = F(X) +k est aussi une primitive de Réciproquement, si

F etG sont deux primitives de la fonctién alorsG(x) = F(x) k.

1 Toute fonctioncontinue sur un intervallé admet des primitives sur cet intervalle.
Parmi toutes |l es primitives uUune seule sda

Application

Compléter le tableaud@ssous présentant pesnitives de certaines fonctions usuelles

‘ Fonction f \ PrimitivesfF Domaine de validité
Constante f(x)=a IR
Identité f (x) = x IR
Carré f(x)=x IR
Cube f(x)=x IR
Puissance f(x)=x" IR
Inverse f(x)=% ]- 0] ¢0; A
Exponentielle f(x)=¢€ IR
Cosinus f (x) = cog(x) IR
Sinus f (x) =sin(x) IR
Inverse du carré f (x) :% ]- 50 ¢o; +
Inverse de la racin f (x) =% ]o;+ 4
Application
1 1 1
f(x)=3%¢ 2x 5 =X +x I == = =
(x) X 9(x) +X h(x) S k(x)=¢ .
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Rappel sur la dérivé® Une exponentielle composée

Exponentiell f o

pone t,e € Dérivee
composee

\ e' uj® € \

Utilisation dank e ¢ anccalcal dedpdimitives

f(x) =€ g(x) =20e*
h(x) == € K(x)= X +€

Rappel sur la dérivé® Un logarithme composé

| Logarithme composé Dérivée
In(u) avecu>0 %
Utilisation dans | e:cadre doéun calc
f()():2x2+1 g(x):5X1+2
n(x =21 (%)= 15
Rappel sur la dérivé& Une puissance composée
| Puissance composé] Dérivée ]
‘ u" ‘ nd uj 3u™* |
Utilisation danslecadteb un cal cu:l de primitives
f(x):2x(x2 -EL)4 g(x):ex(é‘ 42)3
Rappel sur la dérivéd Un inversecomposeé
| Inverse composé | Dérivée
1 avecu, 0 - iz'
u u
Utilisation dans | e:cadre dodoun cal
1 e
f(X):m Q(X)=m
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Résoudre une équation différentielle

Le but du travail suivant est de comprendre la notation sujyant2y

On considere la fonction suivante(x) = &
1 Calculerf (0).
1 Calculerf(x).
1 Nous décidons de notgr= f (). Exprimeryi en fonction dey .

On considére la fonction suivantg( x) = 3¢
1 Calculerg(0).
1 Calculergi(x).
1 Nous décidons de notgr= g( X) . Exprimeryi en fonction dey .

On considére la fonction suivante( x) = 4€&*
1 Calculeh(0).
1 Calculethi(x).
1 Nous décidons de notgr= h(x) . Exprimeryi en fonction dey .

Conclusion

1T R®soudre | 6®q iRy cotne sdti tbufeStesdunetidnggi vérifient
cette égalité. Toutes ces fonctions sont des fonexiposentielles composéegui ont
la forme suivantd (x) = C&”|.

M Pour déterminer la constai@ei | est n®cessaire ddavoir un
appeléeondition initiale.

Généralisation

Soita un réel quelconque. Détermitmrtes| es s ol uti ons deyjdag.®quat i cC

Autres formes prises par | d®quation diff ®ren

Lorsque | a forme de | dy@u atoinonp eduitf feRsrseanyte re | c
comme pour les situations suivanie®t er mi ner l a fonction v®rif
yi+2y =0 et la condition itiale f(0)=3. D®t er miner |l a foncti on

différentielledy - yi =0 et la condition initialéf (0,5) = 1. Déterminer la fonction vérifiant
| 6®quat i on2y-ddyif=0 e la eonditioreihitialé (2) = 1. Déterminer la fonction
verifiant | &®200i 60y c-het la dorfditio® migalé (0) =5 Déterminer la
fonction ve®rifi amMily-3p Eetlaconditominitidlé (L0)=®O.ent i el | e
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Théoreme 1

Lessolutiondel & ® g difétentielleyi = ay sontlesfonctionsdutype f (x) = C&*

Cela signifie que si une fonction est du fyfpd=Ce*, al ors el l e est sol
différentielleyij=ay, mais aussi que sieun f oncti on est sol ution de

yi=ay, alors ell e oxRoCeEi e bstodu sravail @essbus reshede
démontrer ces deux implications qui font le théoreme.

Démonstration

1 Supposons qué soit une fonction du typé(x)=C€X, d®montrons que
solution de | 0 @gayaRoircela caculdi{x Pasy Ennotant | e
y=f(x) et yi= f (x), exprimeryi en fonction dey. Conclure.

1 Supposons qué soit une solution dgij=ay, démontrons qué est ur fonction du
type f(x)=Ce* . Considérons la fonctio définie parg(x)=e® 3f( % et
cdculons gi( X) . Que euton dire de la fonctioy ? Conclure.

Théoréme 2

Lessolutionsdel & ® q diféétentielleyi= ay +b sontlesfonctionsdutype f (x) = C& —Z

Démonstration

1 Supposons qué soit une fonction du typé(x):Cé‘X , d®montrons que

b

a
solution deyj=ay +b. Calcubns fi(x).En notanty = f (
yi en fonction dey . Conclure.

x) et yi= f (x), exprimer

1 Supposons qué soit une solution dgi=ay +b, démontrons qué est un fonction

du type f(x)=Cée" —Z . Considéronspour celala fonction g définie par

g(x)=e> 3% f( % gt- . Calcwns gi(x) . Que peutondire deg ? Conclure.

Exercice ddéapplication directe
1. D®t er mi ner l a sol uti oym=2y 4 vélifidn® la canditioro n di
initiale f (0) = 1.
2. D®t er mi ner | a s ol utielleddpi+3d e2 vérifia® daucanditioo n  d i f
initiale f (0) = 1.
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Théoreme3
Lessol utions de | §E giray H(o)mubdni6fefs@r emltuiseluree c o
une fonction de la variabjesont les fonctions du type(x)=Ce* +g( ¥ ot C est une
constante réellegte st une solution parti(Buli re de | 6¢
Démonstration
1 Supposons qué soit une fonction du typé(x) =Ce* +g( ¥ ot g est une solution
particuli re de (Ejg@®mantoongi fu@r endteiset! |

yi=ay +( ¥. Pour cela calculonki(x). Parallélement calcuload f(x) #b( ) .
Rappelons également ce que signifie le faig cqget une solution particuliere de
| 6®quati orfE)dCorfclir®r ent i el | e

1 Supposons qué soit une solibn de yi=ay +b( x) démontrons qud est ume

fonction du typef (x)=Ceé”* +g(y olgest wune solution parti.

différentielle{ E). Considéronpour celda fonctionh définie pamh(x)= f(x) -g( ¥.
Calculonshi(x) et montrons que cette fonction est sol uti on
différentielleyj = ay. Conclure.

Exercices doéapplication directe

1. Vérifier que la fonctiori définie parf (x) =g>* % est une solution particuliere de

| 6®quati ofE)sis 5y @r en i @®dei re | def(Ey.embl e

2. Vérifier que la fonctiorf définie parf (x):2x + est une solution particuliére de
| 6®quat i orfE)sis 2§ @k &.rEn déduird tautes les solution{ B.

3. Vérifier que la fonctiorf définie parf (x) =(x 4) € est une solution particuliére de

de

d

| ®quati ofE)gis Ry & enEmn ed®euire | defEy.embl e

4. Vérifier que la fonctiorf définie parf (x)= x 3/2 est une solution particuliére de

| ®quati ofE)girdyfxr eEhi e®tiei re | defEs.embl e

5. Vérifier que la fonctiorf définie parf(x):xex est une solution particuliere de
| 6®quati ofE)sisy €®r Ent d®Hduere | de(Ey.embl e

6. Vérifier que la fonctiorf définie parf (x) = x> -&* est une solution particuliére de
| 6 ®quat i orE)si+IFyf88r 8h Enidéduile outes les solutiong H¢.
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V Douine 8 Terminale 8 Spé mathsd Primitives, équations différentielleset calcul intégral

Un premier problémefaisant intervenir une équation différentielle

Dans une boulangerie, les baguettes sortent du four & une température @er225@ i nt ®r e s
; | 6®volution de | a temp®rat WOmne addnerte gluadgpue

mod®l i ser cette ®volf définiecendérivabtrdaearvelldo;€df.une f on

Dans cette nudisation, f (t) repésente la tenfpature en degs Celsus de la baguette au

bout de la durée, exprimée en heure, aprés la sortie du Adusi, f (0,5) représente la
temp®r at ur e d o uheere dprasjasertiefduer. une de mi

Dans tout | dexercice, |l a temp®r at uOneadneeimb i ant
alors que la fonctiof est solution de I'équatioifférentielleyi+6y =150.

1. Préciser la valeur dg0).
2. R®PRsoudre | 6®quiabyid5a. di ff ®rentiell e
3. Endéuire que pour toutelt2 0, on af (t)=200 ¥® 2E.

4. Par exp®rience, on observe que |l a temp®r:
tend a se stabiliser a la température ambiante. La fandoamit-elle un modele en
accord avec ces observai@n

5. Montrer qué @uation f (t) =40admet une unique solution df@s+ o .

6. Pour mettre les baguettes en rayon, le boulanger attend que leur température soit
inférieure ou égale a40°C.Onnptee t emps ddattente mini ma
ddune baguette et s aapréda reméseatationrgephmue.del@®n d
fonction f dans un repere orthogonal. Avec la précision permise par le graphigue, lire

On donnera une valeur approché¢deous f or me ddédun nombre en

On sdéint ®resse ici ) la di minution, ma nut e
sortie du fourAinsi, pour u entier natureh, D, désigne la diminution de température en
degré Celsib®d une b a g u-Bmeetla (a+iigme eninuteaapras sa sortie du fQur.

admet que, pour tout entier naturel Dn:fan 8—1‘ nal .
o2 &

7. Veérifier que 19 est une valeur approchde,de 0,1 prés, et interpréter ce résultat dans
l e contexte de | 6exercice.

8. V®r i f i ma, poyrucut entiér matune| D, =200 3e“””(l e"'l). En déduire le

sens de variation de la s{ifg), puis la limite de la suif®,). Ce résultat étailt
prévisible dansteont e x t e dEeliqlebppworigi.ci ce ?
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AY
240 , .
Température en degré Celsius
220
200
180
160
140
120
100
80
60 Cr
40
20
t
0 0.5 1 15 2
~20 Durée en heure
Un deuxieéme probléme faisant intervenir une équation différentielle
Parte A Et ude dodéune foncti on
Soit f la fonction définie surk par f (x)=—.
2+e*
, 3
1. Démontrer quef (x) = -
1+ 2 4
2. Etudier les limites de la fonctidnen + ceten- «
3. Etudier les variations de la fonctibn
Partie B Une premiére modélisation
On a ®t udi ® en | aboratoire | 6®v ol uti on dou
population, au temgs est notég(t). On définit ainsi une fonctamd e | S i[@tfr val | e

dansR . La variable réeltedésigne le temps, exprimé en années.
Léounit® gft)eissti d apacternt ai ne doindividus.

Le modéle utilisé pour décrire cette évolution consiste a prendrg poersolution, sur

| 8i nt[®+wdy aldlee | 6®qua(E1)6ryi:%iff®rent iell e
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1. R®soudre | 6®qE)ti on diff®rentielle

2. D®t er mi ner Ig(di) doxsque, e dasdater O, ladbepulation comprend 100
rongeurs, c'estdire g(0) =1.

3. Apr s combi en d dépasseBales300rangep® pul at i on

Partie @ Une modélisation plus congideplels adaptée

En r®alit®, dans un secteur observ® dobune
croissance en tuant une certaine quantité de rongeurs. Qi{thdéenombre de rongeurs
vivants au templs, exprimé emnnées, dans cette région et on admet que la famctomsi

e u(t) Lt)2

définie, satisfait aux conditidi, ) U ‘:u'(t 4 12 pour tout réet positif ou nul, ol

ui désigne la dérivée de la fonction

1. On suppose que, pour tout réel positibn au(t)>0. On consid re, su

[0;+ :[ la fonctionh définie par‘n:l. Démontrer que la fonctiom satisfait aux
u

conditions (E,) si et seulement si la fonctiom satisfait aux conditions

fhi()= =n(t) & N o |
i 4 12 pour tout réet positif ou nul, othi désigne la fonction
fn(0)=1

dérivée de la fonctiam.

(E)U

2. Donner |l es solutions yn:ejllyli%@bqleraﬂédujre di f

| 6expr es s i ohnpu eelleldalafonotiic t | 0o n

3. Dans ce modéle, comment se comporte la taille dpulatmmn étudiée lorsquigend
vers+ .

Un troisieme probleme faisant intervenir une équation différentielle

Un chariot de masse 200 kg se déplace sur une voie rectiligne et horizontale. Il esheoumis a u

force déent r a Fndeneatear 50c bl.hes tfacest de frottement sont
proportionnelles a la vitesse et de sens contraire. Le coefficient de proportionnalité a pour valeur
absolue 25 N fs™.

La position du chariot est repérée parladistaece m tres du point H
en fonction du temps exprimé en secondes. On preniddaa n s | C[O;+nr[t. lees lvisade | e

Newt on condui sent (E)U 25§20 ti=bi X est |d dérwéeelen t i e | |
X par rapport au temgs xj est la dérivée secondexdear rapport au temgs
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1. On notev(t) la vitesse di
chariot au temps . On .
rappelle quer(t) = xi(t) .

Prouver que x est
solution de (E) si et W

seulement si Xxj est o H
solution d ‘
différentielle(F) suivante < - >
(F)U vi= I 1

8 4

2. R®soudre | 8®qRtion diff®rentielle
On suppose t=Weonax(0)=0&tiv(0p=toa n t

3. Calculer, pour tout nombre régpositif, xi(t) .

4. En d®duire que | 6 otposiif x(tp=2u 116 866t nombre r
5. CalculeV = |im v(t). Pour quelle valeur dda vitesse du chariot-edfe inférieure ou
égale a 90% de sa valeur liMite

6. Quelle est la distance parcourue par le chariot au bouget®B@e8 On exprimera
cette distance en métres, au décimetre pres.

Un quatrieme et derniemprobléme faisant intervenir une éguation différentielle

Une | ocomotive de 48 tonnes se d®place sur
lalocombi ve g®n re une force ddédentrainement <cor
frottement F sont proportionnelles a la vitesse et de sens contraire et le coefficient de
proportionnalité est égal a 240000 N krn

On note x(t) la distance en kilométres parcourue par la locomotive en fonction du. tAmps
tempst sa vitesse es(t) et son accélération est(t). Les lois de Newton cduisent a
| 6®quat i orfE)dis80008xi (8 2400680 XI(ts 360000(.

On notev(t) la vitesse au temps On rappelle que(t) = xi(t). Prouver que est solution
de (E) si et seulementgsiest sol ution de (H)O®gusat#Hoodn di f f @
suppose qute0, o ax(0)&i0pty(0)axn.t D®t er mi nerx(tjehexpr es
fonction det. Etudier les variations de la fonctios ur | &[i0;n § etrdéterhirerela

limite dev(t) lorsquet tend verst+ c. Au bout de combien de temps la vitesse de la locomotive
dépasseraelle 120 km/h. Justifier de manigrécise et détaillée la réponse.
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Exercice 1

La fonction f estelle une primitive de la fonctién ?
Chague réponse sera justifiée par un calcul détaillé de la dérivée de

Partie A

a)fix) =3x+1 etF(x)=§x2+x+3
b) f(x):—x2+exetF(x):_?1x3+ex+1

Partie B

a)fix) =-2x+1- et F(x) = -x2 +x-8In(x-4)

x-4

b)f(x)=ﬁ+1etF(x):2\/;+x—1

Partie C

a) flx) = (x+ 1)e*et F(x) =xe*

2 _ X X
by f(x) = & (xfi :)2"6 et F(x) = (xf —
Partie D
a) f(x) = I(Tr:cx;; et F(x) = %

b) f(x) = % et Flx) =22 zx" Inx
Exercice 2

Choisir la bonne réponse en justifiant.

Partie A

1. Une solution de I'équation différentielle " - 3y =0 est:
[@lx— e 3 [Blx—e* [c]x—se* [dlx—e*

2. La solution de I'équation différentielle y” = -5y qui prend
la valeur 1 enQest:

[@lx— e [Blx—1-e[clx e’ [d]x— e
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Partie B

Une solution de l'équation différentielle y” + 7y =21 est :
e *+3 e’*-3
e /¥-3 e’*+3

La solution de lI'équation différentielle y* = —y + 5 qui
prend lavaleur 1 en 0 est:

5—4e™* 1 =%
e 5 =4 %
Exercice 3

Lessolutiondel & ® g difétentielleyi = ay sontlesfonctionsdutype f (x) = C&*

Cela signifie que si une fonction est du fyfpd = C&*, alors elle est sol
différentielleyj= ay, mai s aussi gue s une fonction e
yi=ay, alors ell e oxRCeEi tLe bstodutsvail clessbus reshede
démontrer ces deux implications qui font le théoreme.

1 Supposons qué soit une fonction du typé(x):Ceax, d®montrons que
solution de | 0 @gqgayaRoircela calculdif{x® Pasy Eninetant e
y=f(x) et yi= f (k), exprimeryj en fonction dey . Conclure.

1 Supposons qué soit une solution dgj=ay, démontrons qué est une fonction du
type f(x)=Ce* . Considérons la fonctiog définie parg(x)=e> 3f( ¥ et

calculonsgi( x) . Que peubn dire de la fonctiog ? Conclure.

Lessolutionsdel & ® q diféétentielleyi= ay +b sontlesfonctionsdutype f (x) = C&* —

1 Supposons qué soit une fonction du typé (x) = Ce* d®montrons que

b

a’
solution deyi=ay +b. Calculonsfj(x). En notanty = f (
yi en fonction dey . Conclure.

x) et yi= f (x), exprimer

1 Supposons qué soit une solutlon dgi=ay +b, démontrons qué est ur fonction

du type f(x):Ce'?‘X -— . Considéronspour celala fonction g définie par
a

g(x)=e* g (% # . Calculongi(x) . Que peubn dire deg ? Conclure.
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Exercice 4

La granemeére de Théo sort un gratin du four. Le plat est alors & 100°C. Elle conseille a son
petitfils de ne pas le toucher afin de ne pas se brdler et de laisser le plat se refroidir dans la
cuisine dont la température ambiante est supposée cong@h@: &héo lui rétorque que

quand la température du plat sera a 37°C il pourra le toucher sans risque.‘l’(ll) sate
Vi tessetoadlletedpsres éxprimé en minutes etelmpératuré’(t) est exprimée en

degrés Celsius et on suppose que la fonttiens t solution de :I 6®qua
(E) yi+0,04y =0,&.

R®soudre | d®quation dTi(f)jf86e’¥n20i el l e (E) et
Etudier les variations de lafonctors ur | dfo;nger val |l e

Calculer la limite dB(t) lorsque la variabtetend verst+ «.

Quelle est la valeur exacte du temps nécessaire pour obtenir une température de 37°C
permettant a Théo de toucher le pIBh donner une valeur arrondie a la minute prés.

Hpw NP

Exercice5

Lors ddune cour s eeldescand ung routeirestiligne, pentue fetetrésslangue. n
Onnotev(t) sa Vi t es saletempddst expriméentsecondes et la vitedgeest
exprim@& en m/s. Un modéle simple permet de considérer que la fonebrsolution de

| 6®quat i orf{E)LDv+vf=8DrAe départed Id ceurda vitesse initiale est nulle.

R®soudre | d®quation di(t)f We%dn0ielle (E) et
Etudier les variations de la fonctios u r | 6[i0;m t[.e rvall e
Calculer la limite de(t) lorsque la vatide t tend verst+ .

La vitesse du cycliste est dite stabilisée lorsque son accélér)aﬂoh bacc®l ®r at i

définie comme la dérivée de la vitesse) est inférieure a?O[lémeiminer a la seconde
prés, la plus petite valeurtd& partir de laquelle la vitesse du cycliste sera stabilisée.

H w0 Dnh e

Exercice 6

On place une tasse de thé bouillante dans une piéce ou la température est constante égale a 20°C
selon la loi de refroidissement de Newton, la vitesse de refroidissement de la tasse est
proportionnelle a la différence entre la température de la tassegierature de la piéce. On

noteT(t)l a temp®rature en té@méen minwaes.tOn suppese que | & i 1
T(0)=100et qudi | ex kel quelu(fek(T() A26)t ant e

1. R®soudre | 8®quirk(iye20). di ff®rentielle
2. En d®dui r eT(t) éndorction ads et deb. n

: . . R . -In(2
3. Au bout de 14 minutes, la température est égale a 40°C. Demorﬂr-epq%é—)

4. Au bout de combien de temps la température du thé edigantérieure a 25
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Savoir se ramener au théoreme 1 ou au théoreme 2

Soit I'4quation (E) : 2y" + 6y =x% + 2x - 1.
1. Vérifier que la fonction P: x+— %xz + %x - g est solution de I'équation (E).

2. Montrer que f est solution de (E) équivaut a f - P solution de (E") : 2y" + 6y = 0.
3. En déduire les solutions de (E).

22| Soit I'équation (E) : y’ - 3y =2,
—1
1. Vérifier que la fonction g : x+— 7e1‘x est solution de (E).

2. Montrer gu’une fonction f est solution de (E) si et seu-
lement si f- g est solution de (E") : y" -3y =0.
3. En déduire I'ensemble des solutions de (E).

=1 soit I'équation différentielle (E) : y* + 2y = 3e™3%.

1. Vérifier que la fonction g définie sur R par g(x) =-3e=3¥
est solution de I'équation (E).

2. Montrer gu'une fonction fest solution de (E) si et seule-
ment si f - g est solution de (E') : " + 2y =0.

3. En déduire I'ensemble des solutions de (E).

"% Soit I'équation différentielle (E) : Y =y+x

1. Déterminer une fonction h affine solution de (E).

2. Montrer qu’une fonction fest solution de (E) si et seule-
ment si f - h est solution de (E) : y" = y.

3. En déduire I'ensemble des solutions de (E).
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Définition 4l

Soit f une fonctiorcontinue et positive
sur un intervalled contenanta et b 1

—
deux nombres tels qua<b . La .
représentation graphique est tracée = : b p 5 .
un repére orthogoné@ﬁ;]) .
On appellentégrale de f entreaetb| daire de | a surface d®I i mi
abscisses, | a drxegaete vardin ciatl € xdd®tqgiuadli ® nd d ®

Le rectangle hachuré représentee u n i .tL& naimbrasi et besont appelég$bornes
de | 6i nt®grale.

L6i nt ®gr al e nemb ®e e d Gamprisds @ams lalzone aimsiedélimitée.

b
Cette intégrale est notgpf (x) dx

Rappel

~ ~ B+ - .
Léaire do An—2t9r3 qu B 24 la grande bade|a petite base &t la hauteur.

Application d Aire sous une droite affine

On travaille dans umepere
orthonormé. Le carré hacht
repr®sente un

La droite (AB) est |
repr ®sentatio

fonction affinef (x) = ax +b.

Déterminer les coefficients a
b qui caractérisent ce |, . 7 L
fonction.

Tracer les droited et D
do®quati onx=0r
etx=6

Hachurer légerement la zone délimitée par les quatredjr@wesD et (AB).

6
Calculerfy f (x) dx.

Pagel5



V Douine 8 Terminale 8 Spé mathsd Primitives, équations différentielleset calcul intégral

Application 8 Aire sous une droite affine

On travaille dans un repé
orhogonal. Le rectangle jat
repr®sente une

La droite (AB) est |
repr ®sentation

fonction affinef (x) = ax +b.

Déterminer les coefficients a e
qui caractérisent cette fonction.

Tracer les droitasetDd 6 ® q u &=tlietox B S. Hachurer la zone délimitée par les quatre
droitesd, (Ox),Det ( AB) . D®ter miner | e nombre doéunit@®

Extension de la définition

Si la fonction estontinue et négative sur 5 |
| 6i ntlear walsl d 6i nt ®dgr
entrea et b (aveca<b) est | &
| 6aire d®finie entr 0 ; I v i L
et les deux droites verticales a et x = b.
Une aire ®tant posi
étant négatif, nous pouvons affirmer
|l 6i nt ®gr al e ddune 4]
négative
Si la fonctionf change de signes ur | &li,ortdécouped IGlient er val | e en i
lesquels ellgarde un signe constanpuis on applique les définitions.
Application directe
=
On considére la fonction affine définie
f (x) = x -2. Calculer les cing intégrales
4 1
T Af(x)dx
72 o
l r(] f (X) dx o 1 2 a 4
~
T Af(x)dx 1
3
T Af(x)dx
4 ]
T 7 f(x)dx /2
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La relation de Chasles

Af(x)dx=0  |Ff(x)dx+ “H{dx="f(@ df |Ff(x)dx= - {x

Une évidence La relation de Chasles Une conséguence

Lin®arit® de | 6int®grale

Ak f(x)dx =k < @3 o et () +a(x) g« = () dx + ¢fk d

Multiplication par une constante Addition de deux fonctions

Inégalités

|~
g 'a T ‘b
o 1 2 3 4 3] 5] 7
Si| f (x) ¢ g(x)|alors Siim¢ f(x) ¢M|alors

A f(x)dxe g% o m(b- 2 ¢ f(¥ dx (b 3

Une évidence Inégalités de la moyenne

Cal cul appr oc hd&Méthdiledesreciangles®gr al e

Ce procédéar encadrement par deux fonctions en escaliengermet de calculer uvaeur

approchéed e | 0 i nréit@rgtionadl mracédéd avec wiécoupage plusfinde | i nt er v
permetdeéd ui r e | OGdaempll i et nucdaed r e mgagner e @écigsomuantéia ai n s |
val eur de | 0int®grale cherch®e.
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Fonction carrée

Onatracéeet ontre | a repr®sentationf()g)1=>é.phi gue de |
2

Le but du problemetes ddencadr er palr:@dzdxux rel s | 6int ®g

Sur | 6i [O10&r v i

déterminer un encadrement ’

f(x) . En déduire ur

0,5
encadrement d% x2dXx.

Sur | 6i fotsdr v .
déterminer un encadrement
f(x) . En déduire ur

1
encadrement dﬁsxzdx.

Sur | 60 P gr v .
déterminer un encadrement
f(x) . En déduire ur

15
encadrement dﬁl x2dx.

Sur | 61 fL5er v ’ ' | '
déterminer un encadrement
f(x) . En déduire ur )

2
encadrement dﬁlsxzdx.

0.5 . . .
En déduire un encadrement
I . Quel l e est
| 6encadr ement 0.5

y ™

Fonction exponentielle

On a tracé etontre la représentation graphiquef {g) = €.

Le but du probl_meJ:e(”}extdx.dﬁe

Pour cela on sod0int ®r e sdessous

1,0 8k
n

ak 1
e 57h e
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2.4+ 2.44 2.4

2.2 229 2.2

2 2 2

18- 1.8 184

1.6 1.6+ 1.6

1.4 141 14

121 12- 12

1 1 /1—

0.8 084 084

0.6+ 06 064

0.4 0.4 0.4

024 024 024

0 : : . . a 0

o 0.2 0.4 0.8 o }=] 1 o 0.z 0.4 o0& ne 1 o] 02 0.4 0.6 og 1

Calculers, et S, . Proposel Calculers; et S;. Propose| Calculers, et S§,. Proposel
un encadrement d&, dont| un encadrement dé&, dont| un encadrement dé, dont
vous pr ®cisennvous pr®cisenfnvous pr®ciser

Avecla fonction inverse

On considere la fonction inver
1 e

f(x)==sur | di=ju2er v:
X

On partage | 6i nt

intervalles de mémamplitude et or

considére les 5 rectangles situés sc

courbe et les 5 rectangles situés
dessus de la courbe.

En détaillant de maniere méthodi
tous les calculs effectués proposer

encadr ement de 2 '
L i T 7 S " S 2
LN o8 1 12141618 2 22
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Avec la fonction racine

Proposer emlétaillant la méthoc
employée et les calculs effec

un encadr emeni
4

suivantefj/xdx.
0

Af finer | 6enceze

intégrale en réduisant Hase de
chaque rectangle de moitié et
doublant le nombre de rectangl

Avec une fonction logarithme

On considere la fonctioh d ® f

X

ni

e

s [@;+ 4 pad fi(x)  én( %) .a0n Iprecédera

dans un premier temps a une analyse compléte de la fénstioison intervalle de définition
en déterminant les limites aux bornes, en étudiant le signe de la dérivée, les variations de la

foncti on, en

pr ®ci sant

Odextremum |

oc al

et e

On propose etlessous, un graphejet un algorithme. Déterminer ce que représentent U et V

puis proposer une valeur approchée de U et de V. Qienpautéduire poqﬁxln (x) dx ?

On propose par la suite de considérer les
quantitédJ , etV, définies edessous

1%t &4 k 8la
T U=—afad+ §=
N o % n gngef
1. & k 8la
T V,==afd + 5=
N o (%’1 n 9n8€f

al 0

(1) f+1 + fg

& "o

al, .6, 2a
le+t fgl —45t.

85‘;1 = nc

Déterminer le plus petit entiertel queV, - U, <0,1. En déduire, en modifiant |égérement

| 6al gori t hme

pr ®c ®dent ,

un enc a\dﬁxdnﬁ@du.t
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