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Equations 
 
Une équation est une égalité faisant intervenir une lettre appelée inconnue. Résoudre une 
®quation cõest d®terminer toutes les valeurs de lõinconnue afin que lõ®galit® propos®e soit v®rifi®e. 

R®soudre lõ®quation 3 6 0x- =, lõ®quation 
2 9 16x - =  et lõ®quation 1 2 ² 0x x- - =. 

 
Equations différentielles 
 
Une ®quation diff®rentielle est une ®quation pour laquelle lõinconnue recherch®e nõest pas une 
valeur mais une fonction et pour laquelle lõ®galit® propos®e fait intervenir la d®riv®e de cette 
fonction. R®soudre une ®quation diff®rentielle, cõest d®terminer toutes les fonctions d®rivables 
qui v®rifient lõ®galit®. 
 

1. R®soudre lõ®quation diff®rentielle () 2f x x¡ = . 

 

2. R®soudre lõ®quation diff®rentielle () 3 ²f x x¡ = . 

 

3. R®soudre lõ®quation diff®rentielle () xf x e¡ = . 

 

4. R®soudre lõ®quation diff®rentielle () 1f x x¡ = . 

 

5. R®soudre lõ®quation diff®rentielle () 21f x x¡ =- . 

 

6. R®soudre lõ®quation diff®rentielle () 1 2f x x¡ = . 

 
Equations différentielles, solutions uniques ? 
 

1. R®soudre lõ®quation diff®rentielle () 0f x¡ =  ? 

 
2. Pour les six équations différentielles précédentes, donner toutes les solutions possibles. 

 
Unicit® de la solution lorsquõune condition initiale est propos®e 
 

1. Trouver la solution de lõ®quation () 2f x x¡ =  vérifiant la condition initiale ()0 1f = . 

 

2. Trouver la solution de lõ®quation () 3 ²f x x¡ =  vérifiant la condition initiale ()0 2f = . 

 

3. Trouver la solution de lõ®quation () xf x e¡ =  vérifiant la condition initiale ()0 3f = . 

 

4. Trouver la solution de lõ®quation () 1f x x¡ =  vérifiant la condition initiale ()1 1f = . 

 

5. Trouver la solution de lõ®quation () 21f x x¡ =-  vérifiant la condition initiale ()1 2f = . 

 

6. Trouver la solution de lõ®quation () 1 2f x x¡ =  vérifiant la condition initiale ()1 3f = . 
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Définition  
 
On appelle primitive  de la fonction f  sur lõintervalle I  toute fonction 

F  d®rivable sur lõintervalle I  et dont la dérivée F¡ est la fonction f . 

a pour primitive

a pour dérivée
f F½½½½½­«½½½½½  

 
Propriétés 
 

¶ Si f  admet une primitive F , k  étant une constante réelle quelconque, alors toute 

fonction G  telle que () ()G x F x k= + est aussi une primitive de f . Réciproquement, si 

F  et G  sont deux primitives de la fonction f , alors () ()G x F x k= +. 

 

¶ Toute fonction continue sur un intervalle I  admet des primitives sur cet intervalle. 
Parmi toutes les primitives une seule sõannule en un point de lõintervalle I . 

 
Application 
 
Compléter le tableau ci-dessous présentant les primitives de certaines fonctions usuelles : 
 

 Fonction f  Primitives F  Domaine de validité 

    

Constante ()f x a=   IR 

Identité ()f x x=   IR 

Carré () 2f x x=   IR 

Cube () 3f x x=   IR 

Puissance n  () nf x x=   IR 

    

Inverse ()
1

f x
x
=   ] [ ] [;0 0;-¤ Ç +¤ 

Exponentielle () xf x e=   IR 

Cosinus () ()cosf x x=   IR 

Sinus () ()sinf x x=   IR 

    

Inverse du carré ()
2

1
f x

x
=   ] [ ] [;0 0;-¤ Ç +¤ 

Inverse de la racine ()
1

f x
x

=   ] [0;+¤ 

 
Application 
 

() 23 2 5f x x x= + + () 3 1g x x x= + - () 2

1 1
h x

x x
= -  ()

1

2

xk x e
x

= +  
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Rappel sur la dérivée ð Une exponentielle composée 
 

 
Exponentielle 

composée 
Dérivée  

    

 ue  uu e¡³   

 
Utilisation dans le cadre dõun calcul de primitives : 

 

() 2 3xf x e +=  () 5 220 xg x e +=  

() 21

2

xh x e
x

= +  () 4 5xk x x e-= +  

 
Rappel sur la dérivée ð Un logarithme composé 
 

 Logarithme composé Dérivée  
    

 ()ln u  avec 0u>  u
u
¡  

 
Utilisation dans le cadre dõun calcul de primitives : 

 

()
2

2 1
f x

x
=

+
 ()

1

5 2
g x

x
=

+
 

()
2

2 1x
h x

x x

-
=
-

 ()
2

21

x

x

e
k x

e
=
+

 

 
Rappel sur la dérivée ð Une puissance composée 
 

 Puissance composée Dérivée  
    

 nu  
1nn u u -¡³ ³   

 
Utilisation dans le cadre dõun calcul de primitives : 

 

() ( )
4

22 1f x x x= +  () ( )
3

2x xg x e e= +  

 
Rappel sur la dérivée ð Un inverse composé 
 

 Inverse composé Dérivée  
    

 
1

u
 avec 0u¸  

2

u

u

¡
-   

 
Utilisation dans le cadre dõun calcul de primitives : 

 

()
( )

2

1

2 3
f x

x
=

+
 ()

( )
2

1

x

x

e
g x

e
=

+
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Résoudre une équation différentielle 
 

Le but du travail suivant est de comprendre la notation suivante : 2y y¡=  

 

On considère la fonction suivante : () 2xf x e=  

¶ Calculer ()0f . 

¶ Calculer ()f x¡ . 

¶ Nous décidons de noter ()y f x= . Exprimer y¡ en fonction de y . 

 

On considère la fonction suivante : () 23 xg x e=  

¶ Calculer ()0g . 

¶ Calculer ()g x¡ . 

¶ Nous décidons de noter ()y g x= . Exprimer y¡ en fonction de y . 

 

On considère la fonction suivante : () 24 xh x e=-  

¶ Calculer ()0h . 

¶ Calculer ()h x¡ . 

¶ Nous décidons de noter ()y h x= . Exprimer y¡ en fonction de y . 

 
Conclusion 
 

¶ R®soudre lõ®quation diff®rentielle 2y y¡=  cõest trouver toutes les fonctions qui vérifient 

cette égalité. Toutes ces fonctions sont des fonctions exponentielles composées qui ont 

la forme suivante () 2xf x Ce= . 

 

¶ Pour déterminer la constante C  il est n®cessaire dõavoir une information suppl®mentaire 
appelée condition initiale . 

 
Généralisation 
 

Soit a  un réel quelconque. Déterminer toutes les solutions de lõ®quation diff®rentielle y ay¡= . 

 
Autres formes prises par lõ®quation diff®rentielle 
 

Lorsque la forme de lõ®quation diff®rentielle nõest pas y ay¡= , on peut essayer de sõy ramener 

comme pour les situations suivantes. D®terminer la fonction v®rifiant lõ®quation diff®rentielle 

2 0y y¡+ =  et la condition initiale ()0 3f = . D®terminer la fonction v®rifiant lõ®quation 

différentielle 4 0y y¡- = et la condition initiale ( )0,5 1f = . Déterminer la fonction vérifiant 

lõ®quation diff®rentielle 2 4 0y y¡- = et la condition initiale ()2 1f = . Déterminer la fonction 

v®rifiant lõ®quation diff®rentielle 200 50 0y y¡+ = et la condition initiale ()0 5f = . Déterminer la 

fonction v®rifiant lõ®quation diff®rentielle 0,1 3 0y y¡- = et la condition initiale ( )10 10f = . 
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Théorème 1 
 

Les solutions de lõ®quation différentielle y ay¡=  sont les fonctions du type () axf x Ce=  

 

Cela signifie que si une fonction est du type () axf x Ce= , alors elle est solution de lõ®quation 

différentielle y ay¡= , mais aussi que si une fonction est solution de lõ®quation diff®rentielle 

y ay¡= , alors elle sõ®crit sous la forme () axf x Ce= . Le but du travail ci-dessous est de 

démontrer ces deux implications qui font le théorème. 
 
Démonstration 
 

¶ Supposons que f  soit une fonction du type () axf x Ce= , d®montrons que cõest une 

solution de lõ®quation diff®rentielle y ay¡= . Pour cela calculer ()f x¡ . Puis, En notant 

()y f x=  et ()y f x¡ ¡= , exprimer y¡ en fonction de y . Conclure. 

 

¶ Supposons que f  soit une solution de y ay¡= , démontrons que f  est une fonction du 

type () axf x Ce= . Considérons la fonction g  définie par () ()axg x e f x-= ³  et 

calculons ()g x¡ . Que peut-on dire de la fonction g  ? Conclure. 

 
Théorème 2 
 

Les solutions de lõ®quation différentielle y ay b¡= + sont les fonctions du type () ax b
f x Ce

a
= -  

 
Démonstration 
 

¶ Supposons que f  soit une fonction du type () ax b
f x Ce

a
= -, d®montrons que cõest une 

solution de y ay b¡= +. Calculons ()f x¡ . En notant ()y f x=  et ()y f x¡ ¡= , exprimer 

y¡ en fonction de y . Conclure. 

 

¶ Supposons que f  soit une solution de y ay b¡= +, démontrons que f  est un fonction 

du type () ax b
f x Ce

a
= - . Considérons pour cela la fonction g  définie par 

() ()ax b
g x e f x

a

- è ø
= ³ +é ùê ú

. Calculons ()g x¡ . Que peut-on dire de g  ? Conclure. 

 
Exercice dõapplication directe 
 

1. D®terminer la solution de lõ®quation diff®rentielle 2 1y y¡= + vérifiant la condition 

initiale ()0 1f = . 

2. D®terminer la solution de lõ®quation diff®rentielle 4 3 2y y¡+ =  vérifiant la condition 

initiale ()0 1f = . 
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Théorème 3 
 

Les solutions de lõ®quation diff®rentielle ()E  ()y ay b x¡= +  où b  nõest plus une constante mais 

une fonction de la variable x  sont les fonctions du type () ()axf x Ce g x= +  où C  est une 

constante réelle et g  est une solution particuli¯re de lõ®quation diff®rentielle ()E . 

 
Démonstration 
 

¶ Supposons que f  soit une fonction du type () ()axf x Ce g x= +  où g  est une solution 

particuli¯re de lõ®quation diff®rentielle ()E , d®montrons que cõest une solution de 

()y ay b x¡= + . Pour cela calculons ()f x¡ . Parallèlement calculons () ()a f x b x³ + . 

Rappelons également ce que signifie le fait que g  soit une solution particulière de 

lõ®quation diff®rentielle ()E . Conclure. 

 

¶ Supposons que f  soit une solution de ()y ay b x¡= + , démontrons que f  est une 

fonction du type () ()axf x Ce g x= +  où g  est une solution particuli¯re de lõ®quation 

différentielle ()E . Considérons pour cela la fonction h  définie par () () ()h x f x g x= - . 

Calculons ()h x¡  et montrons que cette fonction h  est solution de lõ®quation 

différentielle y ay¡= . Conclure. 

 
Exercices dõapplication directe 
 

1. Vérifier que la fonction f  définie par () 5 1 3

5

xf x e- += + est une solution particulière de 

lõ®quation diff®rentielle () 5 3E y y¡=- +. En d®duire lõensemble des solutions de ()E . 

 

2. Vérifier que la fonction f  définie par () 2 2f x x= + est une solution particulière de 

lõ®quation diff®rentielle () 2 4 6E y y x¡=- + +. En déduire toutes les solutions de ()E . 

 

3. Vérifier que la fonction f  définie par () ( ) 21 xf x x e-= +  est une solution particulière de 

lõ®quation diff®rentielle () 22 xE y y e-¡=- + . En d®duire lõensemble des solutions de ()E . 

 

4. Vérifier que la fonction f  définie par () 1 2f x x=- -  est une solution particulière de 

lõ®quation diff®rentielle () 2 2E y y x¡= + . En d®duire lõensemble des solutions de ()E . 

 

5. Vérifier que la fonction f  définie par () xf x xe=  est une solution particulière de 

lõ®quation diff®rentielle () xE y y e¡= +. En d®duire lõensemble des solutions de ()E . 

 

6. Vérifier que la fonction f  définie par () 3 3xf x x e= -  est une solution particulière de 

lõ®quation diff®rentielle () 2 33 3 3E y y x x¡= + - . En déduire toutes les solutions de ()E . 



V Douine ð Terminale ð Spé maths ð Primitives, équations différentielles et calcul intégral 

 

 Page 7 

 

Un premier problème faisant intervenir une équation différentielle 
 
Dans une boulangerie, les baguettes sortent du four à une température de 225 °C. On sõint®resse 
¨ lõ®volution de la temp®rature dõune baguette apr¯s sa sortie du four. On admet quõon peut 

mod®liser cette ®volution ¨ lõaide dõune fonction f  définie et dérivable sur lõintervalle [ [0;+¤. 

 

Dans cette modélisation, ()f t  représente la tempªrature en degrés Celsius de la baguette au 

bout de la durée t , exprimée en heure, après la sortie du four. Ainsi, ( )0,5f  représente la 

temp®rature dõune baguette une demi-heure après la sortie du four. 
 
Dans tout lõexercice, la temp®rature ambiante de la boulangerie est maintenue ¨ 25 ÁC. On admet 

alors que la fonction f  est solution de l'équation différentielle 6 150y y¡+ = . 

 

1. Préciser la valeur de ()0f . 

 

2. R®soudre lõ®quation diff®rentielle 6 150y y¡+ = . 

 

3. En déduire que pour tout réel 0t² , on a () 6200 25tf t e-= ³ +. 

 
4. Par exp®rience, on observe que la temp®rature dõune baguette sortant du four d®cro´t et 

tend à se stabiliser à la température ambiante. La fonction f  fournit-elle un modèle en 

accord avec ces observations ? 
 

5. Montrer que lõ®quation () 40f t = admet une unique solution dans [ [0;+¤. 

 
6. Pour mettre les baguettes en rayon, le boulanger attend que leur température soit 

inférieure ou égale à 40 °C. On note 0t  le temps dõattente minimal entre la sortie du four 

dõune baguette et sa mise en rayon. On donne ci-après la représentation graphique de la 

fonction f  dans un repère orthogonal. Avec la précision permise par le graphique, lire 0t . 

On donnera une valeur approchée de 0t  sous forme dõun nombre entier de minutes. 

 
On sõint®resse ici ¨ la diminution, minute apr¯s minute, de la temp®rature dõune baguette ¨ sa 

sortie du four. Ainsi, pour un entier naturel n , nD  désigne la diminution de température en 

degré Celsius dõune baguette entre la n-ième et la (n+1)-ième minute après sa sortie du four. On 

admet que, pour tout entier naturel n  : 
1

60 60
n

n n
D f f

+å õ å õ
= -æ ö æ ö
ç ÷ ç ÷

. 

 

7. Vérifier que 19 est une valeur approchée de 0D  à 0,1 près, et interpréter ce résultat dans 

le contexte de lõexercice. 
 

8. V®rifier que lõon a, pour tout entier naturel n , ( )0,1 0,1200 1n

nD e e- -= ³ - . En déduire le 

sens de variation de la suite ( )nD , puis la limite de la suite ( )nD . Ce résultat était-il 

prévisible dans le contexte de lõexercice ? Expliquer pourquoi. 
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Un deuxième problème faisant intervenir une équation différentielle 
 
Partie A ð Etude dõune fonction 

Soit f  la fonction définie sur  par ()
4

4

3

2

x

x

e
f x

e

=

+

. 

 

1. Démontrer que ()
4

3

1 2
x

f x

e
-

=

+

. 

 

2. Etudier les limites de la fonction f  en +¤ et en -¤ 

 

3. Etudier les variations de la fonction f . 

 
Partie B ð Une première modélisation 
 
On a ®tudi® en laboratoire lõ®volution dõune population de petits rongeurs. La taille de la 

population, au temps t , est noté ()g t . On définit ainsi une fonction g  de lõintervalle [ [0;+¤ 

dans . La variable réelle t  désigne le temps, exprimé en années. 
 

Lõunit® choisie pour ()g t  est la centaine dõindividus. 

 
Le modèle utilisé pour décrire cette évolution consiste à prendre pour g  une solution, sur 

lõintervalle [ [0;+¤, de lõ®quation diff®rentielle ( )1
4

y
E y¡Ú = . 
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1. R®soudre lõ®quation diff®rentielle ( )1E . 

 

2. D®terminer lõexpression de ()g t  lorsque, à la date 0t= , la population comprend 100 

rongeurs, c'est-à-dire ()0 1g = . 

 
3. Apr¯s combien dõann®es la population dépassera-t-elle 300 rongeurs ? 

 
Partie C ð Une modélisation plus complexe mais plus adaptée 
 
En r®alit®, dans un secteur observ® dõune r®gion donn®e, un pr®dateur emp°che une telle 

croissance en tuant une certaine quantité de rongeurs. On note ()u t  le nombre de rongeurs 

vivants au temps t , exprimé en années, dans cette région et on admet que la fonction u , ainsi 

définie, satisfait aux conditions ( )
()

() ()

()

2

2 4 12

0 1

u t u t
u t

E

u

ë
¡ = -î

Úì
î =í

 pour tout réel t  positif ou nul, où 

u¡ désigne la dérivée de la fonction u . 
 

1. On suppose que, pour tout réel positif t , on a () 0u t . On consid¯re, sur lõintervalle 

[ [0;+¤, la fonction h  définie par 
1

h
u
= . Démontrer que la fonction u  satisfait aux 

conditions ( )2E  si et seulement si la fonction h  satisfait aux conditions :

( )
() ()

()
3

1 1

4 12

0 1

h t h t
E

h

ë
¡ =- +î

Úì
î =í

 pour tout réel t  positif ou nul, où h¡ désigne la fonction 

dérivée de la fonction h . 
 

2. Donner les solutions de lõ®quation diff®rentielle 
1 1

4 12
y y¡=- +  et en déduire 

lõexpression de la fonction h , puis celle de la fonction u . 
 

3. Dans ce modèle, comment se comporte la taille de la population étudiée lorsque t  tend 
vers +¤. 

 
Un troisième problème faisant intervenir une équation différentielle 
 
Un chariot de masse 200 kg se déplace sur une voie rectiligne et horizontale. Il est soumis à une 

force dõentra´nement constante F  de valeur 50 N. Les forces de frottement sont 
proportionnelles à la vitesse et de sens contraire. Le coefficient de proportionnalité a pour valeur 
absolue 25 N m-1 s-1. 
 
La position du chariot est repérée par la distance x  en m¯tres du point H ¨ lõorigine O du rep¯re 

en fonction du temps t  exprimé en secondes. On prendra t  dans lõintervalle [ [0;+¤. Les lois de 

Newton conduisent ¨ lõ®quation diff®rentielle () 25 200 50E x x¡ ¡¡Ú + =  où x¡ est la dérivée de 

x  par rapport au temps t , x¡¡ est la dérivée seconde de x  par rapport au temps t . 
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1. On note ()v t  la vitesse du 

chariot au temps t . On 

rappelle que () ()v t x t¡= . 

Prouver que x  est 

solution de ()E  si et 

seulement si x¡  est 
solution de lõ®quation 

différentielle ()F  suivante

()
1 1

8 4
F v v¡Ú =- +.  

 

 

2. R®soudre lõ®quation diff®rentielle ()F . 

 

On suppose que, ¨ lõinstant 0t= , on a ()0 0x =  et ()0 0v = . 

 

3. Calculer, pour tout nombre réel t  positif, ()x t¡ . 

 

4. En d®duire que lõon a, pour tout nombre r®el t  positif, () 82 16 16
t

x t t e
-

= - + . 

 

5. Calculer ()lim
t

V v t
­+¤
= . Pour quelle valeur de t  la vitesse du chariot est-elle inférieure ou 

égale à 90% de sa valeur limite V  ? 
 

6. Quelle est la distance parcourue par le chariot au bout de 30 secondes ? On exprimera 
cette distance en mètres, au décimètre près. 

 
Un quatrième et dernier problème faisant intervenir une équation différentielle 
 
Une locomotive de 48 tonnes se d®place sur une voie ferr®e rectiligne dõorigine O. Le moteur de 
la locomotive g®n¯re une force dõentrainement constante E de valeur 36000 kN. Les forces de 
frottement F sont proportionnelles à la vitesse et de sens contraire et le coefficient de 
proportionnalité est égal à 240000 N km-1 h-1. 
 

On note ()x t  la distance en kilomètres parcourue par la locomotive en fonction du temps t . Au 

temps t  sa vitesse est ()x t¡  et son accélération est ()x t¡¡. Les lois de Newton conduisent à 

lõ®quation diff®rentielle () () ()48000 240000 36000000E x t x t¡¡ ¡Ú ³ + ³ = . 

 

On note ()v t  la vitesse au temps t . On rappelle que () ()v t x t¡= . Prouver que x  est solution 

de ()E  si et seulement si x¡ est solution de lõ®quation diff®rentielle () 5 750F v v¡Ú =- + . On 

suppose que, ¨ lõinstant 0t= , on a ()0 0x =  et ()0 0v = . D®terminer lõexpression de ()x t  en 

fonction de t . Etudier les variations de la fonction v  sur lõintervalle [ [0;+¤ et déterminer la 

limite de ()v t  lorsque t  tend vers +¤. Au bout de combien de temps la vitesse de la locomotive 

dépassera-t-elle 120 km/h. Justifier de manière précise et détaillée la réponse. 
 

F

O

x

H
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Exercice 1 
 

La fonction f  est-elle une primitive de la fonction F  ? 

Chaque réponse sera justifiée par un calcul détaillé de la dérivée de F . 
 
Partie A 

 
 
Partie B 

 
 
Partie C 
 

 
 
Partie D 

 
 

Exercice 2 
 
Choisir la bonne réponse en justifiant. 
 
Partie A 
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Partie B 
 

 
 

 
Exercice 3 
 

Les solutions de lõ®quation différentielle y ay¡=  sont les fonctions du type () axf x Ce=  

 

Cela signifie que si une fonction est du type () axf x Ce= , alors elle est solution de lõ®quation 

différentielle y ay¡= , mais aussi que si une fonction est solution de lõ®quation diff®rentielle 

y ay¡= , alors elle sõ®crit sous la forme () axf x Ce= . Le but du travail ci-dessous est de 

démontrer ces deux implications qui font le théorème. 
 

¶ Supposons que f  soit une fonction du type () axf x Ce= , d®montrons que cõest une 

solution de lõ®quation diff®rentielle y ay¡= . Pour cela calculer ()f x¡ . Puis, En notant 

()y f x=  et ()y f x¡ ¡= , exprimer y¡ en fonction de y . Conclure. 

 

¶ Supposons que f  soit une solution de y ay¡= , démontrons que f  est une fonction du 

type () axf x Ce= . Considérons la fonction g  définie par () ()axg x e f x-= ³  et 

calculons ()g x¡ . Que peut-on dire de la fonction g  ? Conclure. 

 

Les solutions de lõ®quation différentielle y ay b¡= + sont les fonctions du type () ax b
f x Ce

a
= -  

 

¶ Supposons que f  soit une fonction du type () ax b
f x Ce

a
= -, d®montrons que cõest une 

solution de y ay b¡= +. Calculons ()f x¡ . En notant ()y f x=  et ()y f x¡ ¡= , exprimer 

y¡ en fonction de y . Conclure. 

 

¶ Supposons que f  soit une solution de y ay b¡= +, démontrons que f  est une fonction 

du type () ax b
f x Ce

a
= - . Considérons pour cela la fonction g  définie par 

() ()ax b
g x e f x

a

- è ø
= ³ +é ùê ú

. Calculons ()g x¡ . Que peut-on dire de g  ? Conclure. 
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Exercice 4 
 
La grand-mère de Théo sort un gratin du four. Le plat est alors à 100°C. Elle conseille à son 
petit-fils de ne pas le toucher afin de ne pas se brûler et de laisser le plat se refroidir dans la 
cuisine dont la température ambiante est supposée constante à 20°C. Théo lui rétorque que 

quand la température du plat sera à 37°C il pourra le toucher sans risque. On note ()T t  sa 

vitesse ¨ lõinstant t  où le temps t  est exprimé en minutes et la température ()T t  est exprimée en 

degrés Celsius et on suppose que la fonction T  est solution de lõ®quation diff®rentielle : 

() 0,04 0,8E y y¡+ = . 

 

1. R®soudre lõ®quation diff®rentielle (E) et montrer que () 0,0480 20tT t e-= + . 

2. Etudier les variations de la fonction T  sur lõintervalle [ [0;+¤. 

3. Calculer la limite de ()T t  lorsque la variable t  tend vers +¤. 

4.  Quelle est la valeur exacte du temps nécessaire pour obtenir une température de 37°C 
permettant à Théo de toucher le plat ? En donner une valeur arrondie à la minute près. 

 
Exercice 5 
 
Lors dõune course, un cycliste professionnel descend une route rectiligne, pentue et très longue. 

On note ()v t  sa vitesse ¨ lõinstant t  où le temps t  est exprimé en secondes et la vitesse ()v t  est 

exprimée en m/s. Un modèle simple permet de considérer que la fonction v  est solution de 

lõ®quation diff®rentielle ()10 30E v v¡+ = . Au départ de la course, la vitesse initiale est nulle. 

 

1. R®soudre lõ®quation diff®rentielle (E) et montrer que () 0,130 30tv t e-=- + 

2. Etudier les variations de la fonction v  sur lõintervalle [ [0;+¤. 

3. Calculer la limite de ()v t  lorsque la variable t  tend vers +¤. 

4. La vitesse du cycliste est dite stabilisée lorsque son accélération ()v t¡  (lõacc®l®ration est 

définie comme la dérivée de la vitesse) est inférieure à 0,1 m/s2. Déterminer à la seconde 
près, la plus petite valeur de t  à partir de laquelle la vitesse du cycliste sera stabilisée. 

 
Exercice 6 
 
On place une tasse de thé bouillante dans une pièce où la température est constante égale à 20°C. 
selon la loi de refroidissement de Newton, la vitesse de refroidissement de la tasse est 
proportionnelle à la différence entre la température de la tasse et la température de la pièce. On 

note ()T t  la temp®rature en ÁC de la tasse ¨ lõinstant t  exprimé en minutes. On suppose que 

()0 100T =  et quõil existe une constante k  telle que () ()( )20T t k T t¡ = - . 

 

1. R®soudre lõ®quation diff®rentielle ( )20y k y¡= - . 

2. En d®duire lõexpression ()T t  en fonction de k  et de t . 

3. Au bout de 14 minutes, la température est égale à 40°C. Démontrer que 
()ln 2

7
k
-
=  

4. Au bout de combien de temps la température du thé devient-elle inférieure à 25°C ? 
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Savoir se ramener au théorème 1 ou au théorème 2 
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Définition  

 

Soit f  une fonction continue et positive 

sur un intervalle I  contenant a  et b  

deux nombres tels que a b< . La 

représentation graphique est tracée dans 

un repère orthogonal ( ); ;O i j . 
 

 

On appelle intégrale de f  entre a  et b  lõaire de la surface d®limit®e par la courbe, lõaxe des 

abscisses, la droite verticale dõ®quation x a=  et la droite verticale dõ®quation x b= . 
 

Le rectangle hachuré représente une unit® dõaire. Les nombres a  et b  sont appelés les bornes 
de lõint®grale. 
 
Lõint®grale repr®sente le nombre dõunit®s dõaires comprises dans la zone ainsi délimitée. 
 

Cette intégrale est notée ()
b

a
f x dxñ  

 
Rappel 
 

Lõaire dõun trap¯ze est 
2

B b
A h

+
= ³ où B  est la grande base, b  la petite base et h  la hauteur. 

 
Application ð Aire sous une droite affine 
 
On travaille dans un repère 

orthonormé. Le carré hachuré 

repr®sente une unit® dõaire. 

 

La droite (AB) est la 

repr®sentation graphique dõune 

fonction affine ()f x ax b= +.  

 

Déterminer les coefficients a et 

b qui caractérisent cette 

fonction. 

 

Tracer les droites d et D 

dõ®quations respectives 0x=  

et 6x=  

 

 

Hachurer légèrement la zone délimitée par les quatre droites d, (Ox), D et (AB). 

Calculer ()
6

0
f x dxñ . 
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Application ð Aire sous une droite affine 
 
On travaille dans un repère 

orhogonal. Le rectangle jaune 

repr®sente une unit® dõaire. 

 

La droite (AB) est la 

repr®sentation graphique dõune 

fonction affine ()f x ax b= +.  

Déterminer les coefficients a et b 

qui caractérisent cette fonction. 

 

 

Tracer les droites d et D dõ®quations 1x=  et 5x= . Hachurer la zone délimitée par les quatre 

droites d, (Ox), D et (AB). D®terminer le nombre dõunit®s dõaire contenues dans cette zone. 

 
Extension de la définition 
 
Si la fonction est continue et négative sur 
lõintervalle I  alors lõint®grale de la fonction f  

entre a  et b  (avec a b< ) est lõoppos®e de 
lõaire d®finie entre lõaxe des abscisses, la courbe 

et les deux droites verticales x a=  et x b= . 
 
Une aire ®tant positive, et lõoppos® dõun positif 
étant négatif, nous pouvons affirmer que 
lõint®grale dõune fonction n®gative est 
négative.  

 
Si la fonction f  change de signe sur lõintervalle I , on découpe lõintervalle en intervalles sur 

lesquels elle garde un signe constant puis on applique les définitions. 

 
Application directe  
 
On considère la fonction affine définie par 

() 2f x x= -. Calculer les cinq intégrales : 

¶ ()
4

2
f x dxñ  

¶ ()
2

0
f x dxñ  

¶ ()
4

1
f x dxñ  

¶ ()
3

0
f x dxñ  

¶ ()
4

0
f x dxñ  
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La relation de Chasles 
 

 
 

() 0
a

a
f x dx=ñ  () () ()

b c c

a b a
f x dx f x dx f x dx+ =ñ ñ ñ  () ()

a b

b a
f x dx f x dx=-ñ ñ  

Une évidence La relation de Chasles Une conséquence 

 

 
Lin®arit® de lõint®grale 
 

() ()
b b

a a
k f x dx k f x dx³ = ³ñ ñ  () () () ()

b b b

a a a
f x g x dx f x dx g x dx+ = +è øê úñ ñ ñ  

Multiplication par une constante Addition de deux fonctions 

 

 
Inégalités 
 

 
 

Si () ()f x g x¢  alors  

 

() ()
b b

a a
f x dx g x dx¢ñ ñ  

Si ()m f x M¢ ¢  alors  

 

( ) () ( )
b

a
m b a f x dx M b a- ¢ ¢ -ñ  

Une évidence Inégalités de la moyenne 

 
Calcul approch® dõune int®grale ð Méthode des rectangles 
 
Ce procédé, par encadrement par deux fonctions en escaliers, permet de calculer une valeur 
approchée de lõint®grale. La réitération du procédé avec un découpage plus fin de lõintervalle 
permet de réduire lõamplitude de lõencadrement obtenu et ainsi gagner en précision quant à la 
valeur de lõint®grale cherch®e. 
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Fonction carrée 
 

On a tracé ci-contre la repr®sentation graphique de la parabole dõ®quation () 2f x x= . 

Le but du problème est dõencadrer par deux r®els lõint®grale 
2

2

0
I x dx=ñ . 

 

Sur lõintervalle [ ]0;0,5 , 

déterminer un encadrement de 

()f x . En déduire un 

encadrement de 
0,5

2

0
x dxñ . 

 

Sur lõintervalle [ ]0,5;1 , 

déterminer un encadrement de 

()f x . En déduire un 

encadrement de 
1

2

0,5
x dxñ . 

 

Sur lõintervalle [ ]1;1,5 , 

déterminer un encadrement de 

()f x . En déduire un 

encadrement de 
1,5

2

1
x dxñ . 

 

Sur lõintervalle [ ]1,5;2 , 

déterminer un encadrement de 

()f x . En déduire un 

encadrement de 
2

2

1,5
x dxñ . 

 
En déduire un encadrement de 
I . Quelle est lõamplitude de 
lõencadrement ? 

 

 
Fonction exponentielle 
 

On a tracé ci-contre la représentation graphique de () xf x e= .  

 

Le but du probl¯me est dõencadrer lõint®grale 
1

0

xJ e dx=ñ . 

 
Pour cela on sõint®resse aux deux sommes propos®es ci-dessous : 
 

1

0

1 n

n

k

k
s f

n n

-

=

å õ
= ³ æ ö

ç ÷
ä  

1

1 n

n

k

k
S f

n n=

å õ
= ³ æ ö

ç ÷
ä  

 

 

0.5

0.5
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Calculer 2s  et 2S . Proposer 

un encadrement de J , dont 
vous pr®ciserez lõamplitude. 

Calculer 5s  et 5S . Proposer 

un encadrement de J , dont 
vous pr®ciserez lõamplitude. 

Calculer 10s  et 10S . Proposer 

un encadrement de J , dont 
vous pr®ciserez lõamplitude. 

 

 
 
Avec la fonction inverse 
 
On considère la fonction inverse 

()
1

f x
x
=  sur lõintervalle [ ]1;2I = . 

 
On partage lõintervalle I en 5 sous 
intervalles de même amplitude et on 
considère les 5 rectangles situés sous la 
courbe et les 5 rectangles situés au-
dessus de la courbe. 
 
En détaillant de manière méthodique 
tous les calculs effectués proposer un 
encadrement de lõint®grale suivante :
2

1

1
dx

xñ
.  
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Avec la fonction racine 
 
Proposer en détaillant la méthode 
employée et les calculs effectués 
un encadrement de lõint®grale 

suivante 

4

0

xdxñ . 

 
Affiner lõencadrement de cette 
intégrale en réduisant la base de 
chaque rectangle de moitié et en 
doublant le nombre de rectangles.  

 
Avec une fonction logarithme 
 

On considère la fonction f  d®finie sur lõintervalle ] [0;+¤ par () ()lnf x x x= . On procédera 

dans un premier temps à une analyse complète de la fonction f  sur son intervalle de définition 

en déterminant les limites aux bornes, en étudiant le signe de la dérivée, les variations de la 
fonction, en pr®cisant lõextremum local et en dressant le tableau de signe de la fonction. 
 
On propose ci-dessous, un graphique et un algorithme. Déterminer ce que représentent U et V 

puis proposer une valeur approchée de U et de V. Que peut-on en déduire pour ()
2

1
lnx x dxñ  ? 

 

 
 
On propose par la suite de considérer les 

quantités nU  et nV  définies ci-dessous : 

 
 

¶ ()
1

0

1 1 1 2 1
1 1 1 1 ... 1

n

n

k

k n
U f f f f f

n n n n n n

-

=

å - õå õ å õ å õ å õ
= + = + + + + + + +æ ö æ ö æ ö æ öæ ö

ç ÷ ç ÷ ç ÷ ç ÷ç ÷
ä  

¶ ()
1

1 1 1 2 1
1 1 1 ... 1 2

n

n

k

k n
V f f f f f

n n n n n n=

å - õå õ å õ å õ å õ
= + = + + + + + + +æ ö æ ö æ ö æ öæ ö

ç ÷ ç ÷ ç ÷ ç ÷ç ÷
ä . 

Déterminer le plus petit entier n  tel que 0,1n nV U- < . En déduire, en modifiant légèrement 

lõalgorithme pr®c®dent, un encadrement dõamplitude inf®rieure au dixi¯me de ()
2

1
lnA x x dx=ñ . 


